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 В этой статье изучается многомерная система комплексных 

дифференциальных уравнений с комплексным независимым переменным 𝑡 

𝑑𝑧𝑠

𝑑𝑡
= 𝑧𝑠(𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧𝑛);   𝑠 = 1, … , 𝑛                                   (1) 

где 𝑧𝑠(𝑧) − однородные многочлены целой степени 𝑚 > 1 от всех 

входящих комплексных переменных 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧𝑛). 

 Обыкновенные и особые точки системы. Как известно, система (1) 

имеет единственное решение 

𝑧𝑠(𝑡, 𝑡0) = 𝑧𝑠
0 + ∑ 𝑎𝑟𝑠(𝑡 − 𝑡0)𝑟

∞

𝑟=1

, 𝑠 = 1, … , 𝑛                      (2) 

аналитическое волизи конечной точки 𝑡0 ≠ ∞, удовлетворяющее заданным 

начальным условиям 

𝑧𝑠 = 𝑧𝑠
0, 𝑠 = 1, … , 𝑛    при    𝑡 = 𝑡0 ≠ ∞;     𝑧𝑠

0 ≠ 0, 𝑧𝑠
0 ≠ ∞. 

Вейерштрассовы элементы (2) порождают, вообще говоря, многозначные 

аналитические функции. Как известно, особые точки аналитических функций 

определяются в процессе аналитических продолжений элементов (2). 

Рассмотрим какой-нибудь один из Вейерштрассовых элементов (2), а также 

некоторый ориентированный непрерывный путь 𝑧 с одним концом в 𝑡0 и 

уходящих за круг сходимости 𝑘0 начального элемента (2). Возьмен на пути 𝑧 

точку 𝑡1 лежащую в 𝑘0 достаточно близко к кантуру и построим элемент 

𝑧𝑠(𝑡1, 𝑡2), 𝑠 = 1, … , 𝑛 с центром в точке 𝑡1. Если круг сходимости 𝑘1 элемента 

𝑧𝑠(𝑡1, 𝑡2), 𝑠 = 1, … , 𝑛 входит за пределы 𝑘0, то возьмен на пути 𝑧 точку 𝑡2 ≠ 𝑡1, 

лежащую в 𝑘1 достаточно близко к контуру и построим далее элемент 

𝑧𝑠(𝑡1, 𝑡2), 𝑠 = 1, … , 𝑛 с центром в 𝑡2 и т. д. Если на пути 𝑧 имеется такая точка 𝑡 =

𝜉, что радиусы 𝑟𝑛 кругов 𝑘𝑛 стремятся к нулю при |𝑡𝑛 − 𝜉| → 0, 𝑛 → ∞, то 

аналитическое продолжение рассматриваемых ветвей некоторых (или всех) 

функций 𝑧𝑠 оказывается невозможным за точку 𝑡 = 𝜉. Вейерштрасовы элементы 

(2) вместе со всеми рядами, полученными аналитическим продолжением, 

определятса 𝑛 𝑧𝑠
∗(𝑡0, 𝑡, 𝑧1

∗, … , 𝑧𝑛
∗ ), 𝑠 = 1, … , 𝑛, которые являютса решением 

ситемы (1), аналитеским во всех точках области, определяемой совокупностью  

непосредственно примыкающих кругов сходимости 𝑘0, 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 и тюд. 
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 Вейерштрассово аналитическое продолжение легко распространить и на 

бесконечно-удаленную точку (кратко Б. у-точку) с помощью замены 𝑡 на 
1

𝜏
 в 

произвольном элементе, не содержащем нулевую точку 𝑡 = 0 и последующего 

продолжения, преобразованного элемента вдоль пути 𝑧̅, полученного 

преобразованием из пути 𝑧 стремящегося к Б. у-точке. 

Определение I. Точку 𝑡 = 𝜉, за которую аналитическое продолжение 

рассматриваемых ветвей некоторых (или всех) функций 𝑧𝑠 невозможно, для 

некоторого пути 𝑧 назовем особой точкой для решений 𝑧𝑠 = 𝑧𝑠
∗(𝑡, 𝑡0, 𝑡1

0, … , 𝑧𝑛
0) 

вдоль пути 𝑧. 

Важно заметить, что понятие обыкновенной или особой точки для 

многозначной функции зависит от проходимого пути. Точка 𝑡 может быть 

обыкновенной для одного пути, исходящего из центра элемента, и особой для 

другого пути, исходящего из того же центра. Для однозначной же функции 

свойство точки. 

𝑡 быть обыкновенной или особой не зависит от выбранного пути. В 

аналитической теории дифференциальных уравнений доказывается, что для 

особых конечных точек (кратко 𝑘 − точек) всегда выполнено условие 

|𝑧| = |𝑧1| + |𝑧2| + ⋯ + |𝑧𝑛| → ∞, 𝑡 → 𝜉                     (5) 

причем |𝑧| является бесконечно большой величиной порядка не ниже, чем 

𝑚 по сравнению с (𝑡 − 𝜉)−1. Особые точки с конечным аффиксом для краткости 

назовем особыми 𝑘 − точками. Так как особые 𝑘 − точки зависят от начальних 

условий, то они являются подвижными особыми точками. Б.у-точка будет 

особой для решения в 𝑡 − плоскости тогда и только тогда, если точка 𝜏 = 0, где 

𝜏 = 𝑡−1 является особой в 𝜏 − плоскости. Если Б.у-точка не является особой, то 

будет почти-особой точкой. Почти-особыми називаются такие точки, в которых 

решение аналитично, но не выполняется условия Коши для существования 

аналитических решений. 𝑘 − точки не могут быть почти-особыми. 

 В противоположность особым 𝑘 − точкам, особая Б.у-точка является 

неподвижно особой точкой. Заметим, что особая Б.у-точка является 

единственной неподвижно точкой для решений системы (I). Для особой Б.у-

точки при соотношение (3), характерное для особых 𝑘 − точек, не всегда 

выполнено. Докажем, что для почти-особой Б.у-точки при любом непрерывном 

к ней подходе координаты решения имеют конечные пределы, т.е. 𝑧𝑠(𝑡) → 𝑎𝑠 ≠

∞ при 𝑡 → ∞ которые удовлетворяют системекомплексных уравнений 

𝑧𝑠(𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧𝑛) = 0, 𝑠 = 1, 2, … , 𝑛.                                 (4) 

В самом деле, если при некотором индексе 𝑝 

lim
 

𝑧𝑝(𝑧1(𝑡), 𝑧2(𝑡), … , 𝑧𝑛(𝑡)) = 𝑧𝑝(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) ≠ 0, 𝑡 → ∞, 

то исключая старое независимое 𝑡 и принимая в качестве нового 

независимого 𝑧𝑝 получия: 
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𝑑𝑧𝑠

𝑑𝑧𝑝

=
𝑧𝑠(𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧𝑛)

𝑧𝑛(𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧𝑛)
, 𝑠 = 1, 2, … , 𝑛.                          (5) 

Так как в некоторой окрестности точки 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) 𝑧𝑝(𝑧) ≠ 0 и в 

этой окрестности |𝑧𝑝(𝑧)| имеет положительную нижнюю гранть, то системы (I) 

и (5) в рассматриваемой окрестности эквивалентны. Согласно теореме Пикара-

Пенвеле об единственности аналитического решения 𝑧𝑠 = 𝑧𝑠(𝑡), 𝑠 = 1, 2, … , 𝑛, 

удовлетворяющего условиям 𝑧𝑠(𝑡) → 𝑎𝑠;  𝑠 = 1, 2, … , 𝑛, 𝑡 → ∞ мы можем 

записать для системы (5) решение в вида 𝑧𝑠 = 𝜃𝑠(𝑧𝑝 − 𝑎𝑝), 𝑠 = 1, 2, … , 𝑛 где 𝜃𝑠 − 

аналитисечкие функции от разности 𝑧𝑝 − 𝑎𝑝. Из очевидного соотношения 

𝑡 − 𝜉 = ∫
𝑑𝑧𝑝

𝑧𝑝(𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃𝑝−1, 𝑧𝑝, 𝜃𝑝+1, … , 𝜃𝑛)

𝑧𝑝

𝑎𝑝

 

следует, что при 𝑧𝑝 = 𝑎𝑝, 𝑡 → ∞. Мы пришли к противоречию. 

Следовательно, числа 𝑎𝑠 удовлетворяют системе (4). В частности, если все 𝑎𝑠 =

0 хотя бы для одного непрерывного пути, то Б.у-точку назовем нуль-точкой 

решения системы (I) и для нее 

lim
𝑡→∞

𝑧𝑠(𝑡) = 0, 𝑠 = 1, 2, … , 𝑛 

(хотя бы вдоль одного пути!). Отметим, что особые 𝑘 − точки не могут быть 

нуль-точками решений системы (I). 
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